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Теоретическая сводка

Пусть % (=) есть некоторое утверждение, зависящее от натурального аргумента = ∈ ℕ.
Доказать, что % (=) верно для любого натурального числа, можно при помощи метода ма-
тематической индукции. Последний заключается в следующем.

Если % (1) верно (база индукции), а из истинности % (:) следует истинность % (: + 1)
(индукционный переход), т. е.

% (:) =⇒ % (: + 1) , (1)

то исходное утверждение % (=) справедливо для любого натурального аргумента ∀= ∈ ℕ.
Следует заметить, что метод математической индукции может быть сужен (расширен) и

на другие множества аргументов. Так, например, в качестве базы индукции можно взять не
единицу, а любое другое натуральное число ?. При таком выборе доказанное утверждение
будет справедливо для ∀= ≥ ?.
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Решение задач

Задача средняя (3)

Доказать неравенство Бернулли

(1 + G1) (1 + G2) . . . (1 + G=) ≥ 1 + G1 + G2 + . . . + G=(
=∏
8=1

(1 + G8) ≥ 1 +
=∑
8=1

G8

)
,

где G8 > −1, при чём все G8 — одного знака.

Подсказка

Для совершения индукционного перехода необходимо домножить неравенство при = =

: на (1 + G:+1), а далее оценить правую часть неравенства снизу.

Решение:
Выполнение базы индукции очевидно в силу тождества 1 + G1 = 1 + G1.
Пусть теперь выполняется неравенство для = = :

:∏
8=1

(1 + G8) ≥ 1 +
:∑

8=1

G8 .

Домножим это неравенство на положительную (в силу усиловия G8 > −1) величину 1+G:+1
:+1∏
8=1

(1 + G8) ≥
(
1 +

:∑
8=1

G8

)
(1 + G:+1) .

Оценим выражение в правой неравенства части снизу(
1 +

:∑
8=1

G8

)
(1 + G:+1) =

= 1 + G:+1 +
:∑

8=1

G8 + G:+1

(
:∑

8=1

G8

)
=

= 1 +
:+1∑
8=1

G8 + G:+1

(
:∑

8=1

G8

)
︸         ︷︷         ︸

>0

≥ 1 +
:+1∑
8=1

G8 .

Произведение G:+1 на сумму
∑:

8=1 G8 положительна в силу того, что все G8 по условию
имеют один знак. Итак, совмещая два неравенства, окончательно совершаем индукционный
переход

:+1∏
8=1

(1 + G8) ≥ 1 +
:+1∑
8=1

G8 .
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